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Качество измерительных систем сверхвысокочастотного диапазона, в том числе векторных анализаторов 
цепей, во многом зависит от достоверности процедур калибровок и непосредственных измерений, которые по-
зволяют учесть информацию о воспроизводимых погрешностях измерительных систем для последующей кор-
ректировки. Целью работы являлось математическое моделирование погрешностей измерительной системы для 
обобщенного случая – 2n-полюсника.
Рассмотрены вопросы повышения точности измерительных сверхвысокочастотных систем за счет ком-
пенсации систематических погрешностей, определяемых при калибровке. Калибровка измерительных систем 
и корректировка результатов непосредственных измерений по результатам калибровки требуют использования 
соответствующих математических моделей погрешностей. Математические модели погрешностей представля-
ются в виде многополюсников погрешностей, включаемых между объектом измерения и измерительной систе-
мой, которая предполагается идеальной, т.е. свободной от погрешностей. 
В статье предложена обобщенная математическая модель погрешностей, описываемая многополюсником 
погрешностей, содержащим n портов, соединяемых с n-портовой измерительной системой, и n портов, соединя-
емых с n портом объекта измерения. Для получения в общем виде уравнения калибровки для 2n-портовой мо-
дели многополюсника погрешностей использована его волновая матрица передачи [Т], записанная в клеточном 
виде, а затем найдена связь между результатом измерений в матричном виде с клеточной волновой матрицей Т. 
Рассмотрено решение для нахождения матрицы погрешностей матричного уравнения, связывающего известные 
по результатам соответствующей аттестации матрицы для эталонов с результатами измерений при калибровке 
в матричном виде. При решении этого уравнения из-за клеточной волновой матрицы [Т] появляется матричное 
произведение «сэндвичного» типа. Решение возможно при использовании кронекеровского произведения двух 
матриц, оператора перемещения матрицы, RS-оператора матрицы, а также метода исключения Гаусса. Полу-
чено уравнение восстановления действительных значений матрицы рассеяния объекта измерения, исходя из 
результатов непосредственных измерений в матричном виде и матрицы погрешностей. При решении уравнения 
восстановления целесообразно использовать матрицу, инверсную к матрице передачи [Т]. 
Разработанная обобщенная математическая модель может быть использована, например, при необходимости 
измерения параметров сложных СВЧ устройств, выполненных на платах (подложках), с переходами-зондами к 
измерительным портам, где важно учитывать наличие дополнительных утечек СВЧ мощности между портами.
Ключевые слова: сверхвысокие частоты, произвольный многополюсник, многополюсник погрешностей, ма-
тричное уравнение калибровки, матричное уравнение непосредственного измерения.
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Abstract
The quality of measuring systems of the microwave range, including vector network analyzers, largely 
depends on the reliability of calibration procedures and direct measurements, which allow to take into 
account information about the reproducible errors of measuring systems for subsequent correction. The aim 
of the paper is mathematical modeling of the errors of the measuring system for the generalized case for 
2-n pole device. 
The problems of increasing the accuracy of measuring microwave systems due to compensation of sys-
tematic errors determined during calibration are considered. Calibration of measuring systems and correction 
of the results of direct measurements based on calibration results require the use of appropriate mathematical 
models of errors. Mathematical models of errors are represented in the form of multipolar errors, included 
between the object of measurement and the measuring system, which is assumed to be ideal, ie, free of errors.
The article proposes a generalized mathematical model of errors, described by a network of errors contain-
ing n ports connected to the n-port measuring system, and n ports connected to the n port of the measurement 
object. To obtain in general form the calibration equation for the 2n-port model of the error multipolar network, 
its transmission wave matrix [T], recorded in a cellular form, was used, and then a relationship was found 
between the measurement result in a matrix form with the cellular wave matrix T. A solution for finding the 
error matrix of matrix equation that connects the matrices known from the results of the corresponding attesta-
tion for the standards with the results of measurements during calibration in the matrix form. When solving 
this equation, a matrix product of «sandwich» type appears due to the cellular wave matrix [T]. The solution 
is possible when using the Kronecker product of two matrix, the matrix translation operator, the RS operator 
of the matrix, and the Gaussian elimination method. An equation is obtained for reconstructing the actual values 
of the scattering matrix of the measurement object, starting from the results of direct measurements in the ma-
trix form and the error matrix. When solving the reconstruction equation, it is advisable to use a matrix inverse 
to the transmission matrix [T].
The developed generalized mathematical model can be used, for example, when it is necessary to measure 
the parameters of complex microwave devices made on boards (wafer), with probe transitions to measuring 
ports, where it is important to consider the presence of additional microwave power leaks between ports.
Keywords: ultrahigh frequencies, arbitrary multipolar network, a network of errors, a matrix equation of 
calibration, a matrix equation of direct measurement.
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Введение
Процедура калибровки измерительных си-
стем сверхвысокочастотного диапазона, в том 
числе векторных анализаторов цепей, способна 
обеспечить получение информации о воспро-
изводимых погрешностях системы для после-
дующей корректировки при непосредственных 
измерениях [1–5]. Это требует использования 
соответствующих математических моделей по-
грешностей. Существует большое разнообразие 
моделей погрешностей и процедур калибровок, 
которые отличаются по степени сложности и 
эффективности [6–10]. Но типичной особенно-
стью всех предлагаемых моделей погрешностей 
является представление повторяющихся, т.е. си-
стематических погрешностей измерительной 
системы посредством некоторых многополюсни-
ков погрешностей, включаемых между объектом 
измерения и измерительной системой, которая 
предполагается идеальной, т.е. свободной от по-
грешностей.
В качестве математической модели погреш-
ностей, используемой в самом общем случае – 
для произвольного многополюсника с числом 
портов n (с числом полюсов соответственно 2n), 
с учетом погрешностей, вызываемых возможно-
стями утечек сигнала за счет связей между всеми 
парами портов, может быть использован многопо-
люсник погрешностей в виде 4n-полюсника, кото-
рый в эквивалентной схеме измерения связывает 
n-портовый объект измерения со свободной от 
погрешностей n-портовой измерительной систе-
мой. При этом все систематические погрешности 
измерительной системы представляются посред-
ством параметров матрицы рассеяния [E] этого 
2n -портового многополюсника погрешностей.
Многополюсник погрешностей в таком слу-
чае содержит n портов (i = 1, n), соединяемых 
с n-портовой измерительной системой, и n портов 
(j = n + 1,2n) подсоединяемых к n портам объек-
та измерения. Первая группа портов представля-
ет собой входы многополюсника погрешностей, 
на которых определяются измеряемые параметры 
матрицы рассеяния [Sx] объекта измерения (ОИ), 
а вторая группа портов представляет собой выходы, 
к которым «подключены» действительные значения 
параметров матрицы рассеяния [Sx]  ОИ. 
Целью работы являлось математическое 
моделирование погрешностей измерительной 
системы для обобщенного случая – случая 
2n-полюсника.
Математическая модель калибровки и не-
посредственного измерения
Обобщенная математическая модель измере-
ния для 2n-полюсника приведена на рисунке.
Рисунок – Обобщенная математическая модель изме-
рения для 2n-полюсника
Figure – Generalized mathematical model of measure-
ment for 2n-polyusnik
Для количественного описания в матрич-
ном виде многополюсника погрешностей на 
каждой частоте необходимо иметь максимум 
(2n)2 независимых комплексных параметров. 
При этом оптимальным представляется вари-
ант установления соответствия между портами 
i  = 1,  n  входа и портами j = n + 1,2n  выхода, при 
котором любой из n сигнальных путей между 
входом i и соответствующим выходным пор-
том j = I + n можно рассматривать как «прямой» 
путь, в то время как любой другой путь мож-
но считать представляющим сигналы утечки. 
Тогда из общего числа путей n(2n – 1) имеют-
ся 2n(n – 1) путей утечки и n прямых путей и, 
как следствие этого, из общего числа (2n)2 не-
зависимых комплексных параметров, описыва-
ющих многополюсник погрешностей, 4n(n – 1) 
параметров представляют сигналы утечки и 4n 
параметров описывают прямые пути.
В ситуациях нулевых утечек, когда существу-
ют только прямые пути сигналов, 2n-портовая 
схема многополюсника погрешностей может 
быть расщеплена по горизонтали на n двухпор-
товых схем, непосредственно связывающих со-
ответствующие входы и выходы. В этом случае 
матричное представление [E] будет содержать 4n 
ненулевых параметров и 4n(n – 1) нулевых.
Для получения в общем виде уравнения 
калибровки при 2n-портовой модели многопо-
люсника погрешностей можно использовать его 
волновую матрицу передачи [T] порядка (2n×2n), 
записываемую в клеточном виде, и затем найти 
связь измеренной матрицы рассеяния [S
и
] ОИ 
с его матрицей рассеяния [Sx], выражаемой через 
матрицы-клетки волновой матрицы [T].
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Матрица [T] 2n-портового многополюсни-
ка погрешностей связывает матрицу падающих 
и отраженных волн входа ai и bi с матрицей пада-
ющих и отраженных волн выхода aj и bj в соот-
ветствии с матричным выражением [1]:
(1)
где:
Если рассматривать волны со стороны объ-
екта измерения, то роли волн aj и bj 
выхода мно-
гополюсника погрешности взаимно меняются, 
т. е. волны bj распространяясь от цепи многопо-
люсника погрешностей, по отношению к объек-
ту измерения являются падающими, в то время 
как волны ai, падающие на цепь многополюсни-
ка погрешностей, распространяются от объекта 
измерения. Как следствие данного обстоятель-
ства волны aj соотносятся с волнами bj через ма-
трицу рассеяния [Sx] порядка (n×n) как:
[aj] = [Sx][bj].                                                            (2)
Тогда волны aj и bj выхода многополюсника 
погрешностей могут быть записаны в виде:
(3)
где [0] – нулевая матрица порядка (n×n); [1] – еди-
ничная матрица порядка (n×n).
При подстановке выражения (3) в правую 
часть выражения (1), проведя перемножение 
блочных матриц, получим матричное уравнение 
порядка (2n×2n) вида
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Данное уравнение может быть расщеплено 
горизонтально на два матричных уравнения по-
рядка (n×n):
[ai] = ([Tab][Sx]+[Taa])[bj];                                               (5)
[bi] = ([Tbb][Sx]+[Tba])[bj].                                               (6)
Уравнение (5) может быть решено относи-
тельно матрицы [bj] перемножением на матрицу 
([T
ab
][Sx]+[Taa])
-1;  при этом получаем: 
[bi] = ([Tab][Sx]+[Taa])
-1[ai].                                             (7)
Сравнивая полученное выражение (7) с опре-
делением матрицы рассеяния [S
и
] 
 
порядка (n×n) 
на входе многополюсника погрешностей
[bi] = [Sи][ai],                                                             (8)
имеем:
[S
и
] = ([T
bb
][Sx]+[Tba])([Tab][Sx]+ [Taa])
-1.             (9)
Это уравнение показывает, как четыре кле-
точные матрицы [Taa], [Tab], [Tba], [Tbb] матрицы 
передачи [T] 2n-портового многополюсника по-
грешностей связывают матрицу [S
и
] с матрицей 
[Sx]. Уравнение (9) является в обобщенном виде 
уравнением калибровки измерительной систе-
мы, представляемой 2n-полюсной эквивалентной 
схемой.
Если для калибровки используется ν этало-
нов (l=1, ν) то в случае использования l-го этало-
на уравнение (9) может быть записано как:
(10)
где[Sl
k] – известная по результатам соответствую-
щей аттестации матрица l-го эталона.
Выражение (10) определяет матричное пре-
образование известной матрицы [Sl
k]  в матрицу 
измерения [S
иl
k] порядка (n×n). Преобразование 
(10) описывает n-портовое отражение на входе 
эталона, трансформированное через 2n-портовую 
схему.
При n = 1 многополюсник погрешностей со-
кращается до обычного четырехполюсника, ма-
трицы [Sl
k]  и [S
иl
k]  становятся матрицами пара-
метров, представляющих по физическому смыс-
S S Sl
k
bb l
k
ba ab l
k
aau T T T T  = [ ]   +[ ] [ ]   +[ ]
−( ) ( ) ,1
Devices and Methods of Measurements
2018, vol. 9, no. 1, pp. 96–105
Gusinsky A.V.
Приборы и методы измерений 
2018. – Т. 9, № 1. – С. 96–105
Гусинский А.В.
100
лу коэффициенты отражения, а [T] становится 
матрицей 2-го порядка. Выражение (10) в таком 
случае сводится к преобразованию отражения от 
нагрузки с заданным импедансом через линей-
ный четырехполюсник.
Рассмотрим решение матричного уравнения, 
представленного в выражении (10) [2].
Можно показать, что любое из ν матричных 
уравнений (10) n-порядка может быть записано 
как:
(11)T T T Tu ubb l
k
ba l
k
ab l
k
l
k
aaS S S S[ ]   +[ ]−  [ ]  −  [ ] = [ ]0 ,
где [0] – нулевая матрица порядка n2.
Каждое их этих ν уравнений может быть 
сведено к ряду из n2 линейных однородных урав-
нений на входе многополюсника погрешностей, 
описываемого [T]. Так как это матрица порядка 2n 
и она содержит (2n)2 элементов, то решение урав-
нения (11) требует в общем случае решения че-
тырех систем уравнений для четырех n-портовых 
эталонов. Если при n = 2 решение этой задачи 
для каждого эталона представляет достаточно хо-
рошо разработанную процедуру, то при n, боль-
ших 2, можно столкнуться со сложной задачей.
Исследуем возможность решения уравнения 
(11) в матричной форме благодаря выражению 
клеточных матриц [Taa], [Tab], [Tba], [Tbb] в виде 
матричных функций от матриц [S
иl
k] и [Sl
k]. Из-за 
некоммутативности матричного произведения 
и появления клеточной матрицы [T
ab
] в матричном 
произведении «сэндвичного» вида [S
иl
k] [T
ab
] [Sl
k] 
решить систему соответствующих скалярных ли-
нейных уравнений не удается. Тем не менее про-
изведение матриц «сэндвичного» типа в (11) мож-
но исключить, применяя преобразование, исполь-
зующее два матричных оператора – это кронеке-
ровское произведение [A]⊗ [B] двух матриц [A] 
и [B] 12 оператор перемещения S([A]) матрицы [A].
Применяя к матрицам [A] и [B] 12-го поряд-
ка (n×n)  кронекеровское умножение, получают 
(n2×n2)-матричное произведение, в то время как 
S-оператор преобразует (n×n)  матрицу [A] в n2-
размерный вектор-столбец S([A]) последователь-
ной перестановкой столбцов матрицы [A] в вер-
тикальном порядке. Альтернативно может быть 
использован и RS-оператор, воздействие которого 
аналогично воздействию S-оператора на транспо-
нированную матрицу [A]T, т.е.:
RS([A]) = S([A]T).                                                     (12)
Следовательно, RS([A]) является вектором-
столбцом размерностью n2, содержащим после-
довательно в вертикальном порядке строки ма-
трицы [A], повернутые на 90о по часовой стрелке.
Используя указанные выше операторы, мож-
но избавиться от «сэндвичного» вида матричного 
произведения [A][B][C] в виде одной из следую-
щих форм:
S([A][B][C])  =  ([B]T⊗ [A]) S([C])                                                     (13)
или
RS([A][B][C])  =  ([A]⊗ [B]T)RS([C]).                                       (14)
Используя вторую форму записи (14) и до-
полняя единичной матрицей n-го порядка «не-
сэндвичные» произведения, выражение (11) мож-
но представить в виде:
(15)1[ ]⊗ ( ) [ ] + [ ] −   ⊗  ( )S RS RS S S RSlk bb ba lk lk aT u TT T T( ) ( ) ( b lk aaS RS[ ] −   ⊗[ ]( ) [ ] = [ ]) ( ) ,u T1 0
Преимуществом полученного выражения 
(15) является то, что все его величины являют-
ся произведениями типа матрица-бивектор оди-
накового порядка n2 и тем самым получаемые 
уравнения принимают вид системы линейных 
однородных матричных уравнений для четырех 
векторов-столбцов RS([Taa], RS([Tab], RS([Tba], 
RS([T
bb
]). 
Если использовать по меньшей мере три 
n-портовых эталона, измеряемых в ходе кали-
бровки измерительной системы (ν = 3), то мож-
но получить точные векторные решения системы 
(15), применяя метод исключения Гаусса в соот-
ветствии со следующей методикой.
Для трех уравнение калибровки (15) может 
быть записано в виде следующих трех уравнений:
(16)1 1 1[ ]⊗  ( ) [ ] + [ ] −   ⊗  S RS RS S S RSk T bb ba k k T a( ) ( ) ( ) (T T Tu 1 b k aaS RS[ ] −   ⊗[ ] [ ] = [ ]) ( ) ( ) ;u T1 1 0
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(17)
(18)
Вычитая выражение (17) из выражения (16), получим:
(19)
Вычитая выражение (18) из (16), получим:
(20)
Умножая выражение (19) на [ ] 12 ,D
−
 а выражение (20) на [ ] 15 ,D
−
 получаем:
(21)
(22)
Вычитая выражение (22) из выражения (21), имеем уравнение
([D
2
]-1[D
3 
]– [D
5
]-1 [D
6
]) RS[Taa]) = ([D2]
-1 [D
1
] – [D
5
]-1 [D
4
] RS(T
bb
),                                                            (23)
которое может быть решено относительно RS[Taa]):
RS[Taa] = ([D2][D3]– [D5]
-1[D
6
])-1[D
2
]-1 [D
1
]– [D
5
]-1[D
4
]) RS(T
bb
).
                         
                                            
  
(24)
Подобным же образом, умножая выражение (19) на [D
3 
]-1, а (20) на [D
6
])-1  получим:
(25)
(26)
Вычитая выражение (26) из выражения (25), имеем уравнение:
([D
3
]-1 [D
2
] – [D
6
]-1 [D
 5
]) RS[T
ab
]) = ([D
 3
]-1[D
 1
] – [D
 6
])-1 [D
 4
]) RS(T
bb
),                                                     (27)
которое может быть решено относительно RS([T
ab
]):
RS[T
ab
] = ([D
3
]-1[D
2
]– [D
6
]-1[D
5
])( [D
3
]-1 [D
1
]– [D
6
]-1[D
4
]) RS[T
ab
].                                                                     (28)
Окончательно, подставляя выражения (24) и (28) в выражение (17), получим:
(29)
1 2 2[ ]⊗  ( ) [ ] + [ ] −   ⊗  S RS RS S S RSk T bb ba k k T a( ) ( ) ( ) (T T Tu 2 b k aaS RS[ ] −   ⊗[ ] [ ] = [ ]) ( ) ( ) ;u T2 1 0
1 3 3[ ]⊗  ( ) [ ] + [ ] −   ⊗  S RS RS S S RSk T bb ba k k T a( ) ( ) ( ) (T T Tu 3 b k aaS RS[ ] −   ⊗[ ] [ ] = [ ]) ( ) ( ) .u T3 1 0
1 11 2 1 1[ ]⊗  ( ) − [ ]⊗  ( )  [ ]( ) −   ⊗ S S RS T S Sk k bb k k
T T
u  ( ) −   ⊗  ( )  ⋅ [ ] −
−   ⊗[ ]( )
S S RS T
S
k k
ab
k
u
T
u
2 2
1
( )
1 −   ⊗[ ]( )  [ ]( ) = [ ] [ ]( ) −[ ] [ ]( ) −S RS T D RS T D RS Tk aa bb abu 2 1 21
−[ ] [ ]( ) =D RS Taa3 0.
1 11 3 1 1[ ]⊗  ( ) − [ ]⊗  ( )  [ ]( ) −   ⊗ S S RS T S Sk k bb k k
T
u(   −


  ⊗   [ ]( ) −
−   ⊗[ ] −
T
u
T
u u
) (
( ) (
S S RS T
S S
k k
ab
k
3
3 3
3
1 k aa bb abRS T D RS T D RS T D R  ⊗[ ]  [ ]( ) = [ ] [ ]( ) −[ ] [ ]( ) −[ ]1 4 5 6) S Taa[ ]( ) = 0.
RS T D D RS T D D RS T
RS T
ab aa bb
ab
[ ]( ) + [ ] [ ] [ ]( ) = [ ] [ ] [ ]( )
[ ](
− −
2
1
3 2
1
1 ;
) + [ ] [ ] [ ]( ) = [ ] [ ] [ ]( )




− −D D RS T D D RS Taa bb5
1
6 5
1
4 .
D D RS T RS T D D RS T
D D
aa aa bb3
1
2 3 1
6
1
5
[ ] [ ] [ ]( ) + [ ]( ) = [ ][ ] [ ]( )
[ ] [ ]
−
−
;
RS T RS T D D RS Tab aa bb[ ]( ) + [ ]( ) = [ ] [ ] [ ]( )




−
6
1
4 .
RS T S S D D D D D Dba
k k( ) =   ⊗  ( ) [ ] [ ]−[ ] [ ]( ) [ ]− − −u T1 1 3 1 2 6 1 5 3 1( 1 6 1 4
1 2
1
1 5
1
41 1
[ ]−[ ] [ ] +
+   ⊗[ ]( ) [ ] [ ]−[ ] [ ]( ) − [
−
− −
D D
S D D D Dk
)
u ]⊗  ( ) [ ]( )S RS Tk bb1 T .
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Полученные уравнения (24), (28) и (29) представ-
ляют собой решения уравнений калибровки (16)–(18).
В результате решения уравнения калибровки 
(15) получаем:
(30)
RS(T
bb
) – произвольный, ненулевой комплексный вектор – столбец порядка n2, 
102
где вспомогательные матрицы [D
1
–D
6
] порядка 
n2×n2 определяются следующими выражениями:
(31)
Выражения (30), определяя матричные ре-
шения уравнения калибровки, заключают некую 
степень произвольности выбора матричной клет-
ки [T
bb
]. Выбор [T
bb
] в качестве независимой ма-
тричной переменной произволен, так как процесс 
исключения переменных по методу Гаусса дол-
жен проводиться таким образом, чтобы любой 
из четырех клеточных матриц [T] мог быть произ-
вольным, в то время как три других определяются 
как матричные функции в ходе выполнения опе-
раций исключения, как было показано выше.
Некоторые ограничения относительно произ-
вольности выбора независимой клеточной матри-
цы тем не менее существуют. Во-первых, ясно, что 
бессмысленно выбирать нулевую матрицу. Во-
вторых, не годится выбор такой клеточной матри-
цы, которая делает сингулярной полную матрицу 
[T]. Кроме того, уравнение калибровки должно 
быть инвариантно к выбору независимого кле-
точной матрицы, что также накладывает опреде-
ленные ограничения на произвольность выбора. 
В таком случае, если в качестве независимой вы-
брана, как в нашем случае, клеточная матрица 
[T
bb
] и она коммутирует со всеми [Sl
k], тогда:
(32)
S T S T T S T
S
l
k
bb l
k
ba ab l
k
aa
l
k
u  = [ ]  + [ ]( ) [ ]  + [ ]( ) =
= 
−1
 + [ ][ ]( ) [ ][ ]   + [ ][ ]( )− − −
−
T T T T S T Tba bb ab bb l
k
aa ab
1 1 1 1 ,
и, таким образом, требуются только три матрицы 
[T
ba
] [T
bb
]-1, [T
ab
] [T
bb
]-1 и [Taa] [Tbb]
-1 для определе-
ния матричного преобразования согласно выра-
жению (10).
Для вывода уравнения восстановления дей-
ствительных значений параметров [Sx] предвари-
тельно введем матрицу [R], инверсную к волно-
вой матрице передачи [T]:
(33)
где [R
1
], …, [R
4
] – клеточные матрицы инверсной 
матрицы [R].
Решая матричное уравнение (33) порядка 
(2n×2n) относительно волн aj, bj, имеем:
(34)
R T
R R
R R[ ] = [ ] =








−1 1 2
3 4
,
b
b
T T
j
j
i
i
aa ab

















= [ ]
 
 








=
[ ]
−
a
a
T 1
 [ ]
[ ] [ ]










 
 








=
[ ] [
−
  


T T
b
R R
ba bb
i
i
1
1 2a ]
[ ] [ ]










 
 








−
  
R R b
i
i
3 4
1
a
.
[ ] [ ]( ) [ ]( )
[ ] ( ) ( )
[ ] [ ]( ) [ ]( )
[ ] [ ]( ) [ ]( )
[ ] ( ) ( )
[ ] [ ]( ) [ ]( )
1 1 2
2 1 1 2 2
3 1 2
4 1 3
5 1 1 3 3
6 1 3
1 1 ;
;
1 1 ;
1 1 ;
;
1 1 .
T Tk k
T Tk k k k
u u
k k
u u
T Tk k
T Tk k k k
u u
k k
u u
D S S
D S S S S
D S S
D S S
D S S S S
D S S
    = ⊗ − ⊗   

       = ⊗ − ⊗        
    = ⊗ − ⊗   

    = ⊗ − ⊗   

       = ⊗ − ⊗        

    = ⊗ − ⊗   
[ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ][ ] [ ] [ ]( )
[ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )
[ ]( ) [ ]( )
1 1 1 1
2 3 5 6 2 1 4
11 1 1 1
3 2 6 5 3 1 6 4
11 1 1
1 1 3 2 6 5 3 1 6 4
11 1 1 1
1 2 3 5 6 2 1 6 4
1
) ;
) ;
1
1 ] ;
aa bb
ab bb
k k
ba u
k
u
k
bb
RS T D D D D D D D RS T
RS T D D D D D D D D RS T
RS T S S D D D D D D D D
S D D D D D D D D
S RS T
− − − −
−− − − −
−− − −
−− − − −
 = −


= − −

  = ⊗ − − +  

 + ⊗ − − −  
  − ⊗  

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С учетом связи падающих и рассеянных 
волн на входе многополюсника погрешностей aj 
и bj, определяемой соотношением (8), а именно 
bj = [Sx] [aj], можно записать:
(35)
Подстановкой выражения (35) получаем сле-
дующее матричное уравнение порядка (2n×2n):
(36)
которое может быть расщеплено по горизонтали 
на два матричных уравнения n-порядка:
[aj] = ([R4][Sи]+[R3])[ai],                                        (37)
[bj] = ([R2][Sи]+[R1])[ai].                                                                  (38)
Уравнение (38) может быть затем решено от-
носительно падающих волн ai: 
[ai] = ([R2][Sи]+[R1])
-1 bj .                                                         (39)
Подставляя выражение (39) в выражение 
(37), получим выражение:
[aj]  =  ([R4][Sи]+[R3])([R2][Sи]+[R1])
-1bj.                                          (40)
которое с учетом выражения (2) позволяет полу-
чить уравнение восстановления этой матрицы 
в следующем виде:   
[Sx] = ([R4][Sx]+[R3])(R2][Sx]+[R1])
-1.                                                     (41)
Клеточные матрицы [R
1
, …, R
4
]  инверсной 
матрицы [R] могут быть представлены через ква-
дранты матрицы [T] в следующем виде:
[R
1
] = ([Taa]–[Tab] [Tbb]
-1 [T
ba
]-1 ;                                 (42)
[R
2
] = ([T
ba
]–[T
bb
] [T
ab
]-1 [Taa]
-1 ;                                                    (43)
 
[R
3
] = ([T
ab
]–[Taa] [Tba]
-1 [T
ba
]-1 ;                                 (44)
[R
4
] = ([T
bb
]–[T
ba
] [Taa]
-1 [T
ab
]-1 .                                    (45)
С учетом выражений (43)–(45) уравнение 
восстановления можно записать в следующем 
виде:
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(46)
S T T T T S T T T Tbb ba aa ab ab aa ba bbx u[ ] = [ ]−[ ][ ][ ]( ) [ ]+ [ ]−[ ][ ] [ ]
− −1 1( ){ }×
× [ ]−[ ][ ] [ ]( ) [ ]+ [ ]−[ ][ ]
−
− − −
1
1 1T T T T S T T Tba bb ab aa aa ab bbu
1 1
1
Tba[ ]( ){ }− − .
Если клеточные матрицы [Taa], [Tab], [Tba], 
[T
bb
] взаимно коммутируют, выражение (46) зна-
чительно упрощается:
(47)
Уравнение восстановления  действительных 
значений [Sx] можно решить, используя клеточ-
ные матрицы [Taa], [Tab], [Tba], [Tbb]  матрицы пере-
дачи [T] (выражение (46)) или через клеточные 
матрицы [R
1
], [R
2
], [R
3
], [R
4
] матрицы R, инверсной 
к матрице передачи [T].
Клеточные матрицы [R
1
], [R
2
], [R
3
], [R
4
]  мож-
но непосредственно рассчитывать, используя 
выражения, аналогичные (15)–(31). Они имеют 
вид:
S T S T T S Taa ba ab bbx u u[ ] = [ ][ ]−[ ]( ) −[ ][ ]+ [ ]( )
−1
.
S([R
1
]) – произвольный ненулевой вектор-столбец порядка n2;
(48)
S R D D D D D D D D2 8
1
15 10
1
12
1
8
1
13 10
1
1[ ]( ) = − [ ] [ ]−[ ] [ ]( ) [ ] [ ]−[ ]− − − − − 4 1
3 11
1
7 12
1
9
1
11
1
8
[ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) = [ ] [ ]−[ ] [ ]( ) [ ]− − − −
S R
S R D D D D D D
;
[ ]−[ ] [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) = [ ] [ ]−[ ] [ ](
−
− −
D D S R
S R D D D D
12
1
10 1
4 7
1
11 9
1
12
;
) [ ] [ ]−[ ] [ ]( ) [ ]( )− − − −1 7 1 8 9 1 10 1 1D D D D S R
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и в них вспомогательные матрицы [D
7
]– [D
16
] вы-
ражаются в виде:
(49)
Заключение
Разработана обобщенная математическая 
модель измерения параметров матрицы рассе-
яния [Sx] для произвольного многополюсника 
(2n-полюсника), в которой математическая модель 
4n-полюсника погрешностей описывается 2n2 па-
раметрами матрицы рассеяния [E]. При исполь-
зовании матричных методов анализа получены 
уравнения калибровки и восстановления действи-
тельных значений параметров матрицы 
 
[Taa], [Tab], 
[T
ba
], [T
bb
]. При этом вместо матрицы рассеяния [E] 
используется матрица передачи [T] в виде четырех 
клеточных матриц [Taa], [Tab], [Tba], [Tbb]. Анализ 
показал, что из-за появления клеточной матрицы 
вида [T
ab
] в матричном произведении «сэндвично-
го» типа [S
иl
k][T
ab
] [Sl
k] решение уравнений возмож-
но при использовании кронекеровского произве-
дения двух матриц 
 
[A]    [B], оператора перемеще-
ния [Sx] матриц [A] и RS-оператора матрицы [A], 
а также метода исключения Гаусса. Кроме того, 
при решении уравнения восстановления действи-
тельных значений матрицы [Sx] целесообразно 
использовать матрицу [R], инверсную к матрице 
передачи [T]. 
Разработанная обобщенная математическая 
модель может быть использована, например, при 
необходимости измерения параметров сложных 
СВЧ устройств, выполненных на платах (под-
ложках), с переходами-зондами к измерительным 
портам, где важно учитывать наличие дополни-
тельных утечек СВЧ мощности между портами.
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